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4 I
Maximo Comun Divisor (MCD)

Definicion: Se dice que el polinomio d(x) € K|[x] (K= Q,Ro C) es un

maximo comun divisor de f(x), g(x) € K[x] (donde no son a la vez

f(x) =0y g(x) =0)sid(x) satisface:

a)d(x)[f(x) A d(x)|g(x).

by h(x)|f(x) AN h(x)|g(x) — h(x)|d(x). (h(x)|d(x): h(x) divide a
L d(x)) D,

Una forma equivalente de definir el MCD seria, como el polinomio
d(x) de grado mas alto que divide tanto a f(x) como a g(x).

Procedimiento de calculo de un MCD
[1] Factorizar los polinomios dados.
[2] Un MCD es el producto de los factores o divisores comunes, con
Sus menores potencias.
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Observacion:
1) Sean f(x),g(x) € R[x] tales que f(x) = f;"(x). f"(x) y g(x) = f"(x).
£,%(x), donde f;(x), f, (x) no tienen factores en comun y son primos.
MCD(f (x); g(x)) = afy ™™™ (). MV (x),a € R

2) Sean f(x), g(x) € R[x] tales que al factorizarlos obtenemos lo siguiente
f(x) =hm(x). ;" (x).y g(x) = rP(x). f17(x), donde h(x) y r(x) no tienen
factores en comun.

MCD(f (x); 9(x)) = afi "™ (x),a € R

3) Si f(x) y g(x) son polinomios diferentes entonces el MCD(f (x), g(x))
divide a f(x) — g(x).

Nota: Para obtener cierta clase de unicidad, se podria asumir que el
MCD(f(x); g(x)) sea Monico.
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Ejemplo
Determine el MCD en Q[x] de los siguientes polinomios:
f(x) — (xZ . 1)2n+1(x . 2)n+1 y g(x) _ (x + 1)2n—1(x2 _ 4)n+4

Resolucion:

« Paso 1:
f(X) — (X _ 1)2n+1(x + 1)2n+1(x 0 2)n+1
g(x) = (x + 12 1(x — 2)*+4(x + 2)"t*

« Paso 2:
El producto de factores en comun de f(x) y g(x) con menor exponente
es (x + 1) 1(x — 2)n*L,

 Paso 3:
MCD(f (x), g(x)) = (x + D)1 (x — 2)n+1
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Ejercicio 196
Calcule la suma de los coeficientes del MCD de los polinomios
Px)=x3+x*+x+1
O(x) =x3+3x%+5x+3
A) 0 B) 2 C) 4 D) 6 E) 8
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Minimo Comun Muiiltiplo (MCM)

Definicion. Se dice que el polinomio m(x) € K[x] (K= Q,Ro C) es un
minimo comun multiplo de f(x), g(x) € K[x] si m(x) satisface:

a) f()m(x) A gx)Im(x) .

b) fFC)IR(x) A g(x)|h(x) — m(x)|h(x)

Una forma equivalente de definir el MCM seria, como el polinomio
m(x) de menor grado que es divisible tanto por f(x) como por g(x).

Procedimiento de calculo de un MCM
[1] Factorizar los polinomios dados.
[2] Un MCM es el producto de todos los factores o divisores
comunes y N0 comunes, con sus mayores potencias.
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Observacion:

1) Sean f(x), g(x) € R[x] tales que f(x) = f;"(x). 2" (x) y g(x) = f1" ().
f>1(x), donde f; (x), f, (x) no tienen factores en comun y son primos.

MCM(f (x); g(x)) = afy "™ (). £, (x),a € R

2) Sean f(x), g(x) € R[x] tales que al factorizarlos obtenemos lo siguiente

f(x)=hm(x). f; (x).yg(x) =rP(x). f17(x), donde h(x) y r(x) no tienen
factores en comun.

MCM(f (x); g(x)) = ah™(x). 7P (x). i "™ D (x), a € R

Nota: Para obtener cierta clase de unicidad, se podria asumir que el
MCM(f(x); g(x)) sea Monico.
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Ejemplo
Determine el MCM en Q[x] de los siguientes polinomios:
f(x) — (xz . 1)2n+1(x . 2)n+1 y g(x) — (X + 1)2n—1(x2 _ 4_)n+4

Resolucion:

 Paso1:
f(X) = (x = 1)2n+1(x + 1)2n+1(x e 2)n+1
g(x) = (x + 1)2n—1(x . 2)n+4(x 1 2)n+4
 Paso 2:
Factores en comun con mayor exponente: (x + 1)“"t1(x — 2)n+*
Factores no comunes con mayor exponente:(x — 1)“"*1(x + 2)n+*
* Paso 3:

MCM(f (x), g(x)) = (x + )%+ (x — 2)™ (x — 1)1 (x + 2)™+
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Ejercicio 201
Determine el numero de factores primos del MCM de los polinomios:
P(x) =x>—x3+x%—-1
Q) =x°—1

A) 1 B) 2 C) 3 D) 4 E) 5
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Polinomios primos entre si (PESI)

Definicion: Dos polinomios f(x) y g(x) son primos entre si,
cuando su MCD es una constante (que puede tomarse
igual a 1 por unicidad).

Ejemplo:
Determine el MCD en Q[x] de los siguientes polinomios:
f(x) =2x* -8
gx) =x3+1
Resolucion :

f(x) =2(x —2)(x + 2)
gx) =+ (x2—x+1)
MCD(f(x),g(x)) =B
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Teorema: Si f y g son polinomios monicos, el MCM(f;g) vy el
MCD(f; g) también son modnicos, entonces se cumple que

MCM(f (x); g(x)) MCD(f (x); g(x)) = f(x)g(x)

Ejemplo: Sean
f(x) = x3—2x%—3x
MCM[f (x), g(x)] MCD[f (x), g(x)] = x*(x — 1)*(x — 3)?

Halle la suma de coeficientes de g(x)
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Radicacion de
- Polinomios ~

Definicion. Sea p(x) € K|[x] (donde K = Q o K = R) de grado pair,
con coeficiente principal positivo. Extraer su raiz cuadrada
consiste en hallar otros dos polinomios q(x) y r(x) tales que

p(x) = (q(x))* +r(x)

donde:
a) q(x),r(x) € R[x]
L b) r(x) = 0, o bien grado r(x) < grado g(x) >
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Es usual disponer del siguiente esquema para determinar la raiz g(x) y

el residuo r(x) \/ 500 la()
r(gc) |

Donde:
p(x) es el radicando, q(x) es una raiz cuadrada de p(x) yr(x) es el
residuo.

Observaciones:

a) r(x) =0 < p(x) es un cuadrado perfecto (decimos que tiene raiz
cuadrada exacta).

b) grado q(x) = %(grado p(x)).

¢) p(x) tiene dos raices (q(x) o —q(x)).
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Procedimiento para determinar q(x) y

r(x)
Paso 1: Se ordena el polinomio en forma descendente con
respecto a una de sus variables.
Paso 2: Se separa los términos en grupos de 2 a partir de la
izquierda hacia la derecha.
Paso 3: Se extrae la raiz cuadrada del primer término que viene a
ser el primer término de la raiz cuadrada obtenida.
Paso 4. Se eleva este término al cuadrado y se pasa a restar al
término correspondiente.
Paso 5: Se bajan 2 términos del polinomio, y se duplica la cantidad
qgue se ha obtenido como raiz cuadrada.
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Paso 6: Se divide el primer término del resto entre la cantidad
que se duplicé y se obtiene el 2do término de la raiz.

Paso 7: Este término se coloca en tres partes, formando parte
de la raiz, acompanando al doble producto y multiplicando a
este binomio formado.

Paso 8. Se multiplica y se pasa a restar, y se continua la
operacion de la misma manera, hasta bajar los ultimos
términos del polinomio.
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Procedimiento para determinar g(x) y r(x)
Mediante un ejemplo se mostrara el procedimiento de extraccién
de la raiz cuadrada de un polinomio.

Ejemplo: Extraer una raiz cuadrada del polinomio
p(x) = 9x* — 12x3 + 34x? + 10

v 9-12 340 10 |3 —2 5 Se obtiene:
= (6 -2)(-2) a) q(x) =3x*—-2x+5, que es
-12 34 6 -4 5)(5) una de las raices cuadradas de
12 -4 — )
30 0 10 I.% =Sl b) El residuo r(x) = 20x — 15.
-30 20-25 =
Residuo 20-15 [L.—=5
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Ejemplo:

Halle a — b, si r(x) = 18x — 3 es el residuo que se obtiene al extraer
una raiz cuadrada del polinomio

Resolucion:
£ [N
v1-4 10a b |1 =2 3
-1 (2 -2)(=2)
4 10
2 -4 3)(3
: 4 @43
6 a b L= =2
-6 12-9 :
18 -3 Il.> =3

p(x) = x*—4x3+10x* +ax+b

Se obtiene las dos ecuaciones
a) a+12=18 — a = 6.
b) b—9=-3—>b==6.

c) Finalmente [a — b = 0.
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Ejercicio 203
Si P(x) =x*+ 4x3 + 8x* — ax + b tiene raiz cuadrada exacta
entonces halle el valor de ab.

A) -32 B)-16 C)-12 D) 16 E) 32
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Radicales

§
Definicion: Sea n ARRIAS> 2 . La expresion real %4, donde 4 es
la suma algebraica de un numero racional no nulo con uno o0 mas
radicales se llama radical doble.

-

\ Ejemplos: /
(@) V6 — V20
(b) V6 — 2v2 — 2v/3 + /24
(c) V7 + 5v2

Transformacion de un radical doble a radicales simples
Teorema: Si B > 0,4 + VB > 0, se tiene que

- s 2
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Observaciones:

a) Si A y C son numeros racionales diremos que el radical doble
se transformé en la suma (o diferencia) de dos radicales simples.

b) Sia > b > 0, se cumple que

\/a+bi2@=\/5iﬁ
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Ejercicio 206
Halle el valor reducido de:

(\/2+x/§+\/2—\/§+\/€)4

A) 80 B) 96 C) 100 D) 125 F) 516
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Ejercicio Resuelto:
Sea —0,5 < x < 4. Transformar en radicales simples

\/B(x +2) —V8x2 + 44x + 20.
Resolucion

V8x2 + 44x +20 =2/ (2x + 1)(x + 5)

\/3(x+ 2) —V8xZ + 44x + 20= \/(x+ 54+ (2x + 1) — 2\/(x + 5)(2x + 1)
=vx+5—+v2x+1
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RACIONALIZACION
4 N
Definicion. Racionalizar el denominador irracional de una fraccion,
es transformarla otra equivalente, con denominador racional.

Analogamente se define la racionalizacién del numerador.

Ejemplo : Resolucion
Racion.allizar la  siguiente | 2 %/33
expresion —
P : EED
V3 E==
V34

23/27
E=—
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UNI
/ : : Ejemplo
Factor Racionalizante (F.R) Racionalizar la siguiente expresion
Definicion. El factor racionalizante E = V3
de una expresion irracional A, es > V3 + V2
otra expresion irracional B, tal que —Resolucion.
AB es racional. e V3 V3-v2
Ejemplos V3 ++v2 V3 =42
(a) El F.R de V13 es V13, pues _ 3(V3-+2)
V13.v/13 = 13. ~ (V3 +v2).(V3 —2)
(b) El F.R de /5 es /25, porque 3_6
V5.325 = 5. S
(c) ;Cudl es el F.R de V7 4+ /37? -
Es V7 — /3, puesto que _ 8

(VAT VI =7-3=4.
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Ejercicio 209
Halle el denominador racional de la siguiente fraccién

. 323
21— 23121 + V11
A) 10 B) 20 C) 30 D) 40 E) 50
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CASOS: SeannymeN (n>m)

Denominador Factor Racionalizante Nuevo
denominador
Rfgm Yan—m a

va £ Vb va¥+vb a—b
3a+ Vb i/ﬁ _iE i/ﬁ a+b
3a— b W + Vab + W a—b
2/ + 2y a—>b
2nrig 4 Y Emplee los cocientes notables a+b
ey 2+ 7 a—>b
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